Nombres et arborescences

Jean SOUSSELIER (04/99)

Remarque préalable :

Ce mémoire a été rédigé en 1999. Récemment (en 2010), noos @wave sur Internet un
mémoire de Peter Capello datant de 1988 et contenant dedusimics analogues, méme si
la rédaction en est un peu différente.

Il s'agit de :

A Note on a Bijection between Natural Numbers aoot& Trees
Peter R. Cappello

Department of Computer Science

University of California

Santa Barbara, CA 93106, USA

July 15, 1988

On ne peut que reconnaitre I'antériorité du mémoire de dapeiais comme d'une part nos
recherches ont été menées d'un facon totalement indépendaomme d'autre part nous
avons établi un certain nombre de résultats complémergaitenous a semblé que nous
pouvions continuer a présenter cette note.
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Ce mémoire expose une maniere de représenter les entierglaaiu moyen des nombres
premiers et de leur rang, puis au moyen d’arborescencesgjyehentier correspond a une
arborescence et réciproquement), et en déduitsdigsaronséquences.

1 — Nombres
1-1. Définitions
Considérons la table associant les nombres premietr¢éeur rang n.
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Soit R I'ensemble des nombres premiers, N 'ensemble disre naturels.
Considérons la fonction p = P(n) et inversement, le rang n ),REes 2 fonctions étant
induites par la table ci-dessus.

Considérons P= ensemble des nombres premiers dont le rarmesiier, c’'est a dire :
p.0 P = p. = {p, R(p)O Pur

et plus généralement :

pOP < p=1p, R(P)D Pt

Remarquons qu’on a aussi :

p.0P; = p, = 1p, p= P(P())

ou encore p= 1p, p = PB(n)¢

et plus généralement :

pOP < [p=1ip,p=Rn)i |

On a ainsi par exemple :

P,=43,5, 11, 17, 31, 41, 59, 67, 83, 109, ...
P, =1{31, 127, 709, 1787, 5381, 8527, 15299, 19577, 274FJ43,..;

Appelons nombres hyper- premiertetpremier représentant de chaque ensemtseitr
hOH<~ h= PQ1)
H=142,3,5,11, 31, 127, 709, 5381, 52711, 6483917%833,..

Remarques : 1. C’est une suite de nombre premiers tels gqaeurchd’eux représente le
nombre de nombre premiers inférieurs ou égaux au nombreuguiPar exemple, il y a 11
nombres premiers inférieurs ou égaux a 31, 3lieiés ou égaux a 127, etc.

Cela est facile a vérifier en considérant la suite des adoerees : le nombre de nombres
premiers entre 'P(1) et P(1) est égal a lintervalle  [B(1)+1,P*(1)], c'est a dire a
P(1) -P?(1) .

De proche en proche, on établit ainsi la propasiéioonceée.

En fait, cette suite de nombres est déja connug lsauom de guite de Wilsonx.

2. Si on considére les 1 000 000 premiers nomhbagiprs, ils contiennent :

78 498 nombreBIP, 7 702 nombreBIP;, 977 nombre§IP;, 165 nombres§IPs,
38 nombregIPs;, 12 nombresIP; 5 nombresIPs 3 nombre$iPy

1-2. Application : nouvelle représentation des ergrs.
Tout entier naturel peut s’écrire en n'utilisant que la fonction P, I'argument 1, et

I'opération produit .
Plus formellement, tout entier s’écrit sous la ferdluneP- expression



Définition d’'une P- expression

- 1 est une P- expression
- Si e est une P- expression, P(e) est une P-ssipre
- Si g et e sont des P- expressions, & est une P- expression

Démonstration
Il suffit de le démontrer pour les nombres premiers

En effet :

- tout nombre hyper-premier s’écrit :
P(1) = P(P(P...(2))...)

- tout nombre premier s’écrit
p = P(n) et en décomposant n en facteurs premier
p=PMm.m.ne..)

Mais on peut recommencer 'opération avec chagusoin

p= P(P®.P®) .P®)..)
p= P(P(5..) Pt tz.) ...)

jusqu’a ce qu’on ne trouve plus que des nombresrEemiers.On a ainsi :

2=P(1)
3=P(P(1)) = R1)
4=P(1).PQ)
5=P(P(P(1)) = k1)
6=P(1). K1)

7=P(P(1) . P(1))
8=P(1).P(1).P(1)

9=P(1).PQ)
10 = P(1) . K1)
11 = P(1)

12 = B(1) . P(1) . P(1)
13 = P(P(1) . K1)
etc.

2- Arbres et arborescences
2-1. Rappels

Un arbre est un graphe connexe sans cycle.
Un arbre de n sommets possede (n-1) arétes.

Une arborescence de racine a est un graphe otémjie :
- tout sommet a est I'extrémité terminale d’'un seul arc
- a n'est I'extrémité terminale d’aucun arc



- il N’y a pas de circuit

[ ]

al

a2 a5

Fig. 1
3, &, &Ssont des sommets pendants (ou feuilles).

Remarques

- Par la suite, nous ne considérerons dae graphes abstraitsc’est-a-dire que les sommets

ne seront pas étiquetés ;

- Toute arborescence est un arbre (en faisantaahisin des orientations des arétes).

- Inversement, a tout arbre avec n sommets on peut faireesmgwndre autant
d’arborescences qu’il y a de sommets : il suffit de congidén sommet comme la racine
d’'une arborescence, d’orienter les arétes partant de cenegrat de continuer de proche en
proche a partir des sommets devenus extrémitésniaien de ces arétes.

L’absence de circuit de I'arborescence garantiblaérence de la démarche.
Ex : avec I'arbre précédent, I'arborescence coitsteupartir de ¢ donne :

Fig. 2

Par la suite, pour des raisons de commodité d'écriture, nmuderons pas apparaitre
I'orientation des arcs ; par convention, les arcs serostésyatiguement orientés du haut vers
le bas.

2-2. Définitions

Nous dirons que 2 arbres sont identiqs&is sont superposables, c’est a dire si I'on peut faire
correspondre leurs sommets de maniére biunivoque, 2 sa@rmidstdans un graphe étant
également liés dans l'autre.

De la méme maniére, 2 arborescences seront identgjuskes satisfont aux mémes regles,
avec de plus la méme orientation des arcs.



Filiation

Dans une arborescence, pour toute aréte (a, b) relianthesists a et b (de a vers b), a sera
appelé le peret b le fils

La racine n'a pas de peére, les sommets pendanfsifdies) n'ont pas de fils.

On appellera lignéd’un sommet 'ensemble de ses ancétres, jusquaciae.

Niveau Par définition, la racine sera le seul sommatideau O.
Ses fils seront de niveau 1.
Plus généralement, les fils des sommets de nivearont de niveau i + 1.

Branche: on appellera branche issue d’'un sommet connectant, & sooorescence ayant ce
sommet pour racine, I'un quelconque de ses filget les descendants de ce fils.
Par exemple, dans la figure 2, il y a 2 branch&seis de @ a savoir

(a, &, &, &) et (3, &).2-3. Correspondances entiers- arborescences

Les entiers naturels peuvent étre représentés d’'une maniér biunivoque par des
arborescences en appliquant les régles ci-dessous:

- Le nombre 1 sera représenté par un simple soitarirescence dégénérée sans aréte).

- On va ensuite utiliser la représentation des nombresidel'des P- expressions comme
décrit au paragraphe 1.2.

- Siune arborescence de racine a représente leraomB(n) sera représentée par une
arborescence obtenue en rajoutant un sommet lpéxeb étant donc la nouvelle racine.
(dans la figure 4, I'ovale représente une arborese€ee racine a).
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Fig. 3

- Sin et m sont représentés par 2 arborescences de racinds arefera correspondre au
produit n.m une arborescence obtenue en réunissant le®tescbnces par leurs sommets
confondus en un seul :

a




Avec cette construction, a tout entier correspond une adoence et une seule, puisque la
décomposition de tout nombre en facteurs premiers est enigu a toute arborescence

correspond un entier et un seul.

En effet, pour une arborescence de sommet a, il suffit de déerda proposition pour une
branche issue de ce sommet. Or, la valeur de cette branch(r®stn étant le nombre

correspondant a la sous- arborescence ayant pone fa fils choisi de a.
On est donc ramené a démontrer I'unicité de valeur de cette swborescence. On continue

de proche en proche jusqu’a ce qu’on arrive a une brancheas#¥apl’'une seule lignée, c’est
a dire correspondant a un nombre hyper-premiereniq

2-4. Exemples

Les nombres de 1 a 20 sont représentés ci-dessous :
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Fig. 5

Les nombres premiers sont :

-y

Les nombres hyper-premiers :
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2-5. Conséquences
2-5.1 On déduit immédiatement de ce qui précede que

- on a une méthode pour construire 'ensemble des arboressiesit étant garanti que I'on
n’en construira pas 2 identiques.

- on peut énumérer les arborescences.

- I'ensemble des arborescences est dénombrable, puisguéin correspondance biunivoque
avec I'ensemble des entiers naturels.

2-5.2 Une autre conséquence est la suivante :

L’ensemble des sous-ensembles finis de I'ensenddeedtiers naturels est dénombrable.
En effet, considérons un tel sous-ensemblgmy(n.n,...).

On peut lui faire correspondre d’une maniére biagie le nombre entiek.p.....p..

avec p= P(n)

c.q.f.d.

2-6 Correspondance entiers- arbres

On a vu gu’a une arborescence, correspondait un arbre etulinesénversement qu’'a partir
d’'un arbre de n sommets, on pourrait construire un nombregbdfascences en nombre au
plus égal a n.

Cela entraine que les arbres constituent une partition ibesesgscences : un arbre définit une
classe d'équivalence de toutes les arborescences qui enuleBt; et donc des entiers
correspondants.

On a donc les classes d’équivalence suivantes :

(3,4), (5,6), (7, 8), (9, 10, 112), (12, 13, 1%) &tc.

3. Classes.

3.1 Définitions.
Appelons « Classe » C(j) 'ensemble des entiers dontdi@scence associée est composée de

j arcs.

Par exemple :

- C(0)={1}

- c()=i2t

- C(2)=13,4!

- C(3)=15,6,7,8

- C(4)=19,10,11,12,13,14 ,16,17,49
- Etc.

Les classes constituent une partition des enteigals.

Appelons A(j) le plus grand nombre de C(j), B(j) le plus petmbre, et M(j) le cardinal de
cette classe.

Le nombre de nombres premiers d’'une classe C(j)iestentendu égal a M(j-1).



En effet, tout nombre premier s’écrit p=P(n), et a toltQgj-1) correspond un [PC(j) et

inversement.

Remarques : 1. Si n=p .q, les classes des nomppeg) étant respectivement |, k, i, on a:
j= k+i . Cela est ésd en se rapportant aux arborescences associées.

2. Chaque classe C(j) contient 2 nombres particuliers pumgsance de 2 : 02
et un nombre hyper- premier!(B, avec respectivement un seul niveau et une signiée.
Par exemple pour la classe 4 : 16 et 11, poumlssel5 : 32 et 31, pour la classe 6 : 64 et 127.

3.2Conjecture préalable.
Sin>1,ona P?(n) P(n)
------- > -mme- 1)

(1) est vérifiée aisément pour tout n de 2 & 100 000
On peut penser que (1) est toujours vraie, si asidére que pour n grand, on a :
P(n)~n Log(n).

En effet (1) devient : n Log(n) Log(n Log(n)) n Log(n)
___________________________ > [
n Log(n) n
ou encore Log(n Log(n)) > Log(n)
soit Log(n) >1

Pour que cette démonstration soit rigoureuseudrait remplacer 'approximation

P(n)=n Log n par une fourchette de valeurs, peut-étre eisai I'inégalité de Tchébychev
relative a la fonction Pi(x).

Par la suite, nous supposerons que (1) est vraie.

Remarque : de (1), on déduit que , sii>j,ona:

P(n) Rn)
______ > —————e
P(n) P'(n)
3.3 Théoréme Pour toute classe C(j) avec j> 3, on a:
A(j)= P(8) (2)

Il est facile de voir que :
A(1)=2
A(2)=4
A(3)=8

A(4)=19=P(8)
A(5)=67=P(19)=H(8)

Pour démontrer (2), considérons la premiere valeur de j [aourelle (2) n’est pas vérifiée, et
démontrons que I'on arrive a une contradiction.



3.3.1 Tout d’abord, A(j) ne peut pas étre premier, sinon on aur§i=AP(k), avec KIC(j-1),
et donc k<= P/(8) et donc A(j)= P*(8) . Donc, A(j) n'est pas premier (ou alors (2) est
vérifiée !).Donc :
A(J):klkzkg
Soient i, i, isles classes de K, k.

On a j=i+itist...
Chaque nombre k doit étre le plus grand de saeldssc :

A()=A(i 1).A(i2).A(i3)...
3.3.2 Dans le 2é membre, il ne peut y avoir que 2 termes, sinon orrgibvemplacer par
exemple

A(i2).A(is) par le nombre premier Adii;) en vertu de la supposition que j est le

premier nombre pour lequel (2) n’est pas vraie.

On a finalement :
A(G)=A().A(K) , soit : A(j)=P"3(8).P<*(8)

3.3.3 Démontrons d’abord gu’on ne peut avoir k>3. Enteffinon le nombre'&8).P*(8)
qui est de la méme classe | est plusdhaie le précédent, car

P=(8) P*(8)

P3(8) P(8)
(cela résulte immédiatement de la conjecture poéak i>k).

3.3.4 Finalement,ona: A()=A().a aveca=2,4ou &

On ne peut avoir a=4 ou 8, en vertu de 3.3.2
Il reste donc A()=A(-1).2

Soit P3(8)= P*(8).2
Or, en vertu de la conjecture préalable, on a :

P=(8) P(8)

P4(8) 8 (car P(8)=19))
Cqfd

3.3.5 Remarque : Inversement, tout nombré(® est le plus grand de sa classe. Cela est
evident si on considere qu’a un tel nombre cornedpme classe et une seule et inversement.

3.4 Théoréme Pour toute classe C(j), avec j>3, on a :



B(j)=3*.5% 3)
Avec : 2a+3b=j et O<=a<=2

Ona: B(1)=2
B(2)=3
B(3)=5
B(4)=9
B(5)=15

3.4.1 Démontrons d’abord que B(j) n’est pas premiep3i Pour j=4 ou 5, cela est vrai.
Au-dela, s'il I'était, on aurait B(j)=P(n) n étde classe (j-1).

Il suffit de démontrer que P(n)>2.n a partir de n=5 (puisq(® Bt 2.n sont de la méme
classe j). On a évidemment
P(n+1)-P(n)>=2
(I'intervalle entre 2 nombres premiers est au moins égal @t2Jonc de proche en proche :
P(n)-P(5)>=2.(n-5)
Soit P(n)>=2.n+1 (puisque P(5)=11).

3.4.2 Onadonc B(j)= kka.ks...

Soient i, i», isles classes de kks, ks.
On a j:.h+i2+i3+...

Chaque nombre k doit étre le plus petit de sa ejalsc :
B(j):B(i 1).B(i2).B(i3)...

Mais comme B(i) ne peut étre premier si i>3, cela signifie §@¢ est le produit de nombres
uniquement de classes 1,2 ou 3, c’est-a-dire lesones 2,3 ou 5.

3.4.3 Sij>3, B(j) ne peut pas étre un multiple de 2es€vrai pour j=4 ou 5. Au-dela :

- B(j) ne peut pas étre multiple de 2 uniquement : car on pdausmplacer 4 par 3, 8 par 5
etc. en restant dans la méme classe et en faisantlacroitre B(j).

- Si B(j) est multiple de 2 et de 3, on pourrait remplacer 6 paubegt de la méme classe
(3) et qui fait ainsi décroitre B(j).

- Pour les mémes raisons, si B(j) est multiple de 2 et de 5, oh r@@oplacer 10 par 9
(classe 4).

3.4.4 B(j) est donc multiple de 3 et de 5 uniquement. La puissancérman de 3 ne peut
étre que 2. En effet, si B(j) était multiple de 27, on pourrainplacer 27 par 25 en
restant dans la méme classe (6) et en faisantdgiosoitre B(j).

Finalement, B(j) est de la forme °3.5,9.58

cqfd
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3.4.5 Remarque : Inversement, pour tout couple ageba 0<=a<=2

le nombre 3.3 est le plus petit de la classe j=2a+3b.

Cela est évident car a tout tel couple a et b correspond ussecjat une seule et inversement,
a toute classe j, correspond un couple et un s¢éisfasant aux conditions précédentes.

3.5 Algorithme.

Ci-aprés est donné un algorithme pour calculer de prochereche le nombre M(j) de
nombres d’'une classe C(j), c’est-a-dire le nombeebdrescences ayant j arcs.

3.5.1 Les nombres de la classe C(j) peuvent se répartir en 3 sassesl C1,C2 et C3 de
cardinaux respectifs M1(j),M2(j) et M3(j), a savoir

C1()) : ensemble des nombres premiers de C())
C2(j) : ensemble des nombres pairs de C(j)
- C3()) : ensemble des nombres impairs non premeiS(f).

Ona: M(@()=M1(j)+M2())+M3(j) (pour j>1).
et M1(j)=M(-1)
M2(j)=M(j-1)

(pour des raisons évidentes de construction : tout nondiresjgcrit  2.n, n étant de classe
(-1), et tout nombre premier étant P(m), m étantladsse (j-1)).

Il reste a déterminer M3, ce que nous allons faire de prochpreche, en connaissant les
valeurs de M1, M2 et M3 pour les premiéres valelgr§

3.5.2. Tout nombre @AC3(j) s'écrit : a=a& .&....,chaque facteur étant un nombre
premier de classeib ,is....avec : =1 +i, +is.... et i>=2 , et réciproquement, on peut
construire l'intégralité de C3(j) en considérant :

- toutes les suiteg d’au moins 2 termes satisfaisant aux conditions :

j: i1+i2 +i3.... et i<>=2,

- pour chacune de ces suites, on considére toysddsits a=aa .&..., Chaque a
étant un nombre premier de classe’est-a-dire dlC1(i)

Ces suites définissent une partition de C3 ; pour connili®eil suffit de calculer le nombre
de produits « a » pour chaque suite , et de soraardiensemble des suites.

Pour une suite donnée, supposons d’abord que tougsdest différents. Alors tous les sont
différents, et le nombre de produits cherché est :

M1(i2) .M1(i2).M1(is)...

S’ily a 2 kidentiques, il faut remplacer MA(1M1(i) par ML(K) .(M1(i)+1)/2

11



Nous en verrons plus loin la généralisation.

3.5.3 Exemple. Connaissant les valeurs de M1,M2 et M3 pour j=2,3 et 4, calailes
pourj=5a7.

] M1 M2 M3 M

2 1 1 0 2

3 2 2 0 4

4 4 4 1 9
Pour j=5, on a M1=M2=9

La seule suite a considérer pour calculer M3 est
(3,2) conduisant a M3=2 , d’'ou M=20.

Pour j=6, on a M1=M2=20
Les suites a considérer pour calculer M3 sont :
(4,2) donnant la valeur 4,
(3,3) donnant la valeur 3,
(2,2,2) donnant la valeur 1, soit au total M3=8/et48.

Pour j=7, on a M1=M2=48
Les suites a considérer pour calculer M3 sont :
(5,2) donnant la valeur 9,
(4,3) donnant la valeur 8,
(3,2,2) donnant la valeur 2, soit au total M3=1%e115.

En continuant la méthode, on obtient les résudaigants :
M(8)=286

M(9)=719
M(10)=1842

3.5.4 Précisions sur la méthode. algorithme décrit est particulierement simple, mis a
part les deux points suivants : I'énumération de toutessietes (i ,i> ,is...) etle
calcul du nombre de produits différents lorsquesigurs i sont identiques .

3.5.4.1 Enumération des suites ,i, ,is...), vérifiant les conditions :

i1+i2+i3...:j et i<>=2
Cette énumeération est trés simple si on prenddénrire chaque suite de telle maniere que :

il >:i2 >:i3>: L.o>=2

12



Il suffit de partir de la premiére suite :(j-2,2) , puis dasper d’'une suite a la suivante en
appliguant les regles suivantes : on cherche, en partdatdieite, le premieriqui n’est pas

un 2 . On remplacegipar k —1, et on prolonge la suite en prenant la plus grande valeur
compatible avec les conditions ci-dessus, et ainsi de s@tecas d'échec, on revient en
arriere et ainsi de suite.

3.5.4.2 Calcul de la valeur devant remplacer M1¢) .M1(i) .M1(iy)..., lorsqu’une suite

contient plusieurs valeurgidentiques.

Traitons le probleme généralement en changeant les nudatian dispose d’une collection de

n nombres (a& ,&...) tous différents.

On cherche le nombre de couples, triplets, etglets) différents, soit N(n,m).

Cette détermination est tres simple si on prenal d@icrire un tel m-plet sous la forme :
a.8.&..., avec i<=j<=k<=...

On a évidemment :
N(n,1)=n

Donc, connaissant n= M1]Jj et le nombre m de répétitions de bn peut aisément calculer
le nombre cherché.

3.6 Théoréme.SinOC(j) et n>2.A(-1),® n0O C1())
Dans une classe j, les nombres supérieurs a 2)A@+it premiers.

Démonstration : n ne peut pas étre pair, sinon il vaudrait 2n étant de classe (j-1), et donc
inférieur a A(j-1).

Donc n est impair, n3a, a et a étant 2 facteurs quelconques de class# i .
avec i+i,Tj

Il suffit de démontrer que  A().A(i2)<=2.A(j-1)
Or cela découle de la conjecture préalable, corrams 8.3.3, on a en effet :

A(i1).A(i2)<= A(i1+1).A(i-1) si k>, , et ainsi de suite.
Cqfd

Exemples :

13



dans la classe 5, tous les nombres supérieurs(d)238 sont premiers :(41,43,53,59,67).
dans la classe 6, tous les nombres supérieurs a 2.A(5)=13% poemiers :
(139,157,163,179,191,193,...).

Conséquence Dans une classe C(j) ,on a:

plus petit nombre premier : P(B(-1)) (évident

plus grand nombre premier : A()=P(A(-1))

plus petit nombre non premier :  B(j)

plus gand nombre non premier :  2*A(j-1) (découtece qui précede).
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