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CANTOR A-T-IL RAISON ?
Réflexions sur la dénombrabilité des ensembles imis.
Par Jean Sousselier

1. Retour sur la preuve de CANTOR.

Pour prouver que I'ensemble des réels de l'interf@1] n'est pas dénombrable, Cantor a
mis en évidence l'incohérence induite par une tigjeale cet ensemble avec I'ensemble N des
entiers naturels. En effet, si une telle bijecerstait, on pourrait écrire :

[0!1] = {x l,XZ,X3, . }
chaque réel Xs'écrivant :
Xi = 0,a&agau8s. ..

Considérons alors le nombre réel Y dont la i éneendale vaut 1 si la i éme décimaleda X

est différente de 1, et 2 dans le cas contrairee@tpour toutes les valeurs de .

Le nombre réel Y ainsi créé est donc différent dgat sa i éme décimale, et ceci pour tout i.
Il n‘appartient donc pas a lI'ensemble précédeXt, X, Xs,....}.

On arrive donc bien a une contradiction, et on@archut que I'ensemble des réels n'est pas
dénombrable : c'est ce raisonnement que nous epp@l par la suite "preuve de Cantor".

2. Application du méme procédé aux nombres entiers.
On peut appliquer le méme raisonnement avec lebrementiers. On peut définir une

bijection des entiers sur N par extension, en mtastainsi : on prend d'abord tous les
nombres impairs, par ordre croissant :

X1=1
X2=3
X3=5

Considérons maintenant les nombres pairs, par dedmpombre 2 : quel que soit n, on n'a
jamais % = 2 donc ce nombre n'appartient pas a notredisteorrespondance biunivoque
avec N.
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3. Discussion.

De ce qui précede, on doit conclure que le raisoem qui est a la base de la démonstration
est faux, a savoir : "ayant supposeé avoir class@fdonné, ou numéroté) tous les éléments de
mon ensemble, j'en trouve un qui en fait ne pesitipie classé, donc la bijection avec
'ensemble des entiers n'est pas établie, donc emsemble n’est pas dénombrable”.

Il y a cependant une différence entre les exengdegparagraphes 1 et 2 : dans le cas des
nombres réels, la démonstration s'applique a nliraguelle bijection (numérotation), alors
gue dans le cas des nombres entiers, la démoaosteipplique a une numeérotation bien
choisie. Cela est vrai, mais n'empéche pas le tdéaoette démonstration, qui pour étre
valide devrait |'étre dans tous les cas.

Autrement dit, la conclusion avec les nombres résis "quelle que soit la bijection avec N
gue I'on imagine, on peut trouver des nombres ald@pant pas a cette bijection".

Avec les nombres entiers, la conclusion est Xigte des bijections avec N telles que certains
nombres n'appartiennent pas a cette bijection".

Cette différence n'est pas suffisante pour remettreause la non-validité de la preuve de
Cantor, mais cela apporte quand méme un certaibleo

Cette non-validité tient peut-étre a I'utilisation du mot "dénombrable” qui est choisi par
Cantor, alors que le mot « énumérable » aurait étgréférable. En effet le mot

« dénombrable », inclut la notion de nombre, gainen a faire ici, qui n'a aucune
signification s’agissant d’'un ensembile infini, et artifice sémantique est trompeur. Toutes
les considérations subséquentes sur la cardim@génsembles infinis ne sont qu’une
extension absolument injustifiée, donc fallacieatela cardinalité des ensembles finis. Cet
abus de vocabulaire n'autorise en rien a poseftegoardinal de tel ensemble infini est
inférieur au cardinal de tel autre. Tout ce quaipeoCantor, c’est qu'il 'y a pas de bijection
possible entre 'ensemble des réels et 'ensenmddesdtiers, point final.

Quant a la dénombrabilité, elle ne peut avoir aedléfinition, c'est un non-sens appliqué a
l'infini.

On ne peut que souscrire a ce texte publié surpditka, a I'exception de la derniere phrase !

Jusqu'a Cantor, l'infini est I'infini potentiel, passibilité de continuer un processus sans sarié
comparaison d'ensembles infinis suppose l'infinadhevé, actuel ou encore complet : un ensemfite v
comme une totalité, ce qu'ont refusé beaucoup dieémeaticiensGaussou a I'époque de Cantdtroneckey.
Pour ceux-ci le fait de considérer une infinitébjidds comme un tout, par exemple tous les entesrels, c'est-
a-dire la notion méme ehsemble infini, n'a pas de sens. L'infini résulte seulehwun procédé d'énumération
sans répétitions qui ne s'interrompt pas. Sefiniidénombrable peut alors avoir a la rigueur anss; il est
compris par le procédé qui I'engendre, plutdt cardatotalité de ses éléments. L'infini achevé s&core
contesté paHenri Poincargcontestation qui fonde également l'intuitionnisted@rouwer, celui-ci en donnant
la forme la plus élaborée. Pour ce dernier satfiflidénombrable (en tant qu'infini potentiel) sbei,

« |'ensemble des réels entre 0 et 1 » n'a pasde sais si ses conceptions sont cohérentesimlleisent une
profonde remise en cause des mathématiques. Emgdiant le premier deux infinis distincts, et endédluisant
de facon simple un résultat mathématique déja alderfagon différente pdoseph Liouville Cantor donne des
arguments pour l'infini complet, qu'aujourd’huiszeigent méme plus a discuter la trés grande nmajei
mathématiciens.
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4. |l ne faut pas traiter I'infini comme le fini.

L’argument de Cantor revient a étendre a « I'infila proposition « jusqu’a la ligne n, on a
construit un nombre différent de ceux des n pressiégnes » : Cette proposition étant vraie
guel que soit n, elle est vraie a I'infini.

Considérons la proposition suivante : soient lealres y=1 et x= 0,999999999 (avec n
chiffres 9).

Quel que soit n, on a,strictement inférieur a y. Si on raisonne commat@aon aboutit a la
conclusion que le nombre 0,9999... avec une infiht® est strictement inférieur d Cette
conclusion devrait laisser perplexe.

5. Ou Cantor est pris a son propre jeu

Montrons une autre faille du raisonnement de Canpoenons le nombre x trouvé par Cantor
comme n'appartenant pas a notre bijection, et dérmis le nouveau classement suivant :
d'abord x, puis la bijection initiale. Nous avomééainsi une nouvelle bijection incluant le
nombre qui était précédemment extérieur a notextign (cf Hilbert et son hétel avec une
infinité de chambres). Et on peut recommencer awatarois que I'on voudra, chaque fois que
Cantor construit un nombre ne figurant pas danemdssement, nous constituons
immédiatement un nouveau classement en le mettaétedu classement précédent. Donc
qui a raison a ce petit jeu-la ? Personne, caastd® affirme « Quelle que soit la bijection
gue vous ferez, je construirai un nombre qui luasxtérieur », nous lui répondons : « Quel
gue soit le nombre que vous proposerez ainsi, @@idirons une nouvelle bijection qui
l'intégrera ».

6. Un exemple encore plus troublant.

Considérons I'ensemble A des vecteurs : {al, @h}..

chaque ai étant un entigrN, et n étant un entier quelconque. Le cardinal dermgemble A
est donc de I'ordre de : N°en désignant par N° le cardinal de N, il est s@érau cardinal
de I'ensemble des réels.

Or I'ensemble A est dénombrable, puisqu’il s’agit’dnsemble des parties finies de N.

7. Quand on peut démontrer qu'il y a plus d'entiers qe de nombres réels !

Beaucoup mieux qu'une simple bijection entre letsrét les entiers, démontrons qu'on peut
établir une correspondance entre les réels etalssensembles infinis d'entiers, chaque
entier n'existant bien entendu que dans un sestsosemble au plus.

Etablissons cette correspondance pour tous les e¢éeipris entre 0,1 et 1, la généralisation a
I'ensemble des réels ne posant pas de difficultés.

Considérons un tel nombre X réel, et sa représentavec une « infinité » de chiffres :
X=0, X1 X2 X3 X4 X5 ... et soit A(X) 'ensemble infini d'entiers suivant :

A (X) = { X1, X1X2 , X1X2X3, X1X2X3X4, X1X2X3X4Xs, ...}

Ces entiers sont bien entendu tous différents. @sse a X I'ensemble S(X)=A(X).
Considérons un autre réel Y = 0yg ya3 ya ...

Soit k le plus petit indice tel que goit différent de y(k existe bien si Y est différent de X).
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Tous les entiers de lI'ensemble A(Y) a partir deyg....yk sont différents de tous les entiers
de I'ensemble A(X), puisqu'ils different au moiras feur keme chiffre. Associons donc ay le
sous-ensemble S(Y) de A(Y) : S(Y) = {ygy3 ....Vk, ....}

On peut continuer indéfiniment : pour chaque nouvéal U, on considere I'indice k défini
ainsi : soit k(X) le plus petit indice tel que soit différent de y, on prend pour k le plus
grand des nombres k(X), k(Y), k(Z), etc..., et oncags a U le sous-ensemble S(U)
comprenant tous les entiers de A(U) a partir ge u..u.

Quel que soit I'ensemble {X,Y,Z,........ ,U,..} deambres réels, on peut ainsi faire
correspondre a chaque U une infinité d'entiers S(Uyui ne sont présents dans aucun
sous-ensemble précedent S(X), S(Y), etc..

Il y a donc « beaucoup plus » d'entiers que de nomds réels. N'est-ce pas troublant ?

Remarque : 1l y a une faiblesse dans cette démonstrationesjuiia suivante : quand on
enumere les réels comme ci-dessus, pourquoi nassasier I'entier 1 au premier réel
proposé, l'entier 2 au deuxieme, etc. : on aulait @tabli d'une fagon extrémement triviale
une bijection entre réels et entiers ! La faillecéegprocessus vient du fait qu'on ne sait pas
énumeérer les réels, il n'y a aucune méthode pday cemme on I'a déja remarqué plus haut.
Cela semble disqualifier notre raisonnement. thméste pas moins qu'a défaut d'épuiser
I'ensemble des réels, ce que personne ne sajtdairaet en évidence que quel que soit
I'ensemble de réels que I'on considere, (fini dimi) on sait associer a chacun d'eux une
infinité d'entiers, tous différents bien entendu. &rait donc tendance a conclure que le
cardinal des entiers est d'un ordre supérieur alinzd des réels !

8. Conclusion.

Tout cela donne a penser que Kronecker et Poirasaiént raison, contre Cantor.



